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Аннотация
В этой работе дается некоторое развитие ранее проведенных исследова-
ний по задаче А. В. Малышева о числе целых точек, лежащих в некоторых
областях на многомерных гиперболоидах. А. В. Малышевым [1] ставилась
задача получения асимптотических формул для количества целых точек
в областях типа Де Лури на многомерных гиперболоидах. Де Лури [3]
в случае четырехмерной гиперболической поверхности
p (x1; : : : ; x4) =
4X
k=1
akx
2
k  m = 0; m 6= 0
в области 
p(L) на ней определяемой неравенством
4X
k=1
jakjx2k 6 L
получил асимптотическую формулу (при L ! 1 фиксированных a1; a2;
a3; a4, и m) для величины R (
p(L)), равной количеству целых точек в об-
ласти 
p(L) на указанном гиперболоиде, но при этом остаточной формулы
Де Лури не оценивает.
В дальнейшем в [1] дается обобщение этого результата на многомерный
гиперболоид, задаваемый уравнением
p = p (x1; : : : ; xs) =
sX
k=1
akx
2
k +
sX
k=1
bkxk + c = 0;
где ak, bk, (k = 1; : : : ; s), c 6= 0 — целые числа, причем коэффициенты
ak не все одного знака, а область 
p(L) на этом гиперболоиде задается
неравенством
sX
k=1
jakjx2k 6 L:
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В развитие указанной задачи А. В. Малышева мы в уравнении гипер-
болоида рассматриваем квадратичную форму, эквивалентную диагональ-
ной, а область

p(L) :
sX
k=1
jakjx2k 6 L
заменяется на область
sX
i=1
n
Q
(1)
i (xi; yi) +Q
(2)
i (zi; ti)
o
6 L;
где Q(1)i и Q
(2)
i — бинарные квадратичные формы, эквивалентные диаго-
нальным формам.
Обозначим через R (
p (L) ; s) количество целых точек, лежащих в об-
ласти 
p (L) на 4s-мерном гиперболоиде
sX
i=1
n
Q
(1)
i (xi; yi) Q(2)i (zi; ti)
o
= h;
где Q(1)i (xi; yi), Q
(2)
i (zi; ti) — положительные целочисленные бинарные
квадратичные формы дискриминанта d; h 6= 0, при этом эти формы счи-
таем эквивалентными диагональным.
При выводе нашего асимптотического результата о величине R (
p; L)
используется теорема о взвешенном числе целых точек Ih(n; s) из [2] при
n!1 и комплексный вариант тауберовой теоремы с остаточным членом
для степенных рядов (см. [5, 6]).
Отметим также, что полученный нами результат аналогичен одному
результату Дэвенпорта [7] по обобщенной проблеме Варинга при показа-
теле k = 2, но при таком значении k наше уравнение гиперболической
поверхности имеет несколько более общий вид.
Ключевые слова: задача А. В. Малышева, целые точки, многомерный
гиперболоид, квадратичные формы, взвешенное число целых точек, тау-
берова теорема, асимптотическая формула.
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ON A PROBLEM OF MALYSHEV A. V.
OF INTEGER POINTS ON
MULTIDIMENSIONAL HYPERBOLOIDS
R. A. Dokhov (Nalchik)
Abstract
Some development early conducted investigations on the problem of Maly-
shev A. V. about the number of integer points lying in some areas on multidi-
mensional hyperboloids is given in this work. The task of obtaining of asympto-
tic formulae for quantity of integer points in areas of the kind of De Luri on
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multidimensional hyperboloids is put by Malyshev A. V. [1]. De Luri [3] in
case of four-dimensional hyperbolic surface
p (x1; : : : ; x4) =
4X
k=1
akx
2
k  m = 0; m 6= 0
in the area 
p(L) on it by defined inequality
4X
k=1
jakjx2k 6 L
obtained asymptotic formula (in L ! 1 and fixed a1; a2; a3; a4, and m) for
value of R (
p(L)), equaled to the number of integer points in the area 
p(L)
on the mentioned hyperboloid, but in so doing De Luri does not value the
remainder formula.
Later on in [1] generalization of this value is given on multidimensional
hyperboloid given by the equation
p = p (x1; : : : ; xs) =
sX
k=1
akx
2
k +
sX
k=1
bkxk + c = 0;
where ak, bk, (k = 1; : : : ; s), c 6= 0 — integers, in addition to coeﬃcients ak not
all is one sign, but area of 
p(L) on this hyperboloid is given by the inequality
sX
k=1
jakjx2k 6 L:
In development of indicated task of Malyshev A. V. we examine arbitrary
quadratic form equivalent to the diagonal in the equation of hyperboloid, and
the area of

p(L) :
sX
k=1
jakjx2k 6 L
is substituted for the area
sX
i=1
n
Q
(1)
i (xi; yi) +Q
(2)
i (zi; ti)
o
6 L;
where Q(1)i и Q
(2)
i — binary quadratic forms, equivalent to diagonal forms. In
conclusion of our asymptotic result about quantity of R (
p; L) the theorem
about weighted number of integer points Ih(n; s) from [2] is used in n ! 1
and the complex variant of tauberian’s theorem with remainder term for the
power series (see [5, 6]).
Also wee will note that our obtained result is analogous to one result of
Davenport [7] by generalized problem of Varing in power k = 2, but in such
meaning of k our question of hyperbolic surface has several more common
kind.
Keywords: A. V. Malyshev problem, integer number, multidimensional
hyperboloid, quadratic forms, tauberian theorem, asymptotic formula.
Bibliography: 16 titles.
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1. Введение
В данной работе мы рассматриваем задачу А. В. Малышева [1] о числе целых
точек, лежащих в специальных областях на некоторых многомерных гипербо-
лоидах. Для исследования этой задачи в [1] разработан подход, основанный
на рассмотрении взвешенного числа целых точек на поверхностях второго по-
рядка, задаваемых диагональной квадратичной формой. В некоторое развитие
задачи Малышева мы вместо диагональных квадратичных форм, используем
недиагональные формы, но эквивалентные диагональным.
Итак, мы рассматриваем гиперболическую поверхность
sX
i=1
n
Q
(1)
i (xi; yi) Q(2)i (zi; ti)
o
= h; (1)
где Q(1)i (xi; yi), Q
(2)
i (zi; ti) — положительные целочисленные бинарные квадра-
тичные формы дискриминанта d; h 6= 0, при этом эти формы считаем эквива-
лентными диагональным.
Опираясь на результат теоремы о взвешенном числе целых точек на гипербо-
лической поверхности (1), получим асимптотическую формулу для числа целых
точек в некоторых областях на этой поверхности задаваемых неравенством
sX
i=1
n
Q
(1)
i (xi; yi) +Q
(2)
i (zi; ti)
o
6 L; (2)
где L!1.
Исследование задачи о распределении целых точек в областях, лежащих
на поверхностях второго порядка, издавна привлекает внимание многих специ-
алистов. В случае эллипсоидов размерности s > 4 более законченные иссле-
дования проведены в работах [1, 8, 9]. Изучению распределения целых точек
по областям на конусах посвящены работы [10, 11]. В случае гиперболоидов,
к которому относится наша работа, общие исследования содержатся в [1, 12, 13].
Активные исследования проводятся также по вопросу распределения целых то-
чек в областях специальных видов на гиперболоидах. К этому направлению
исследований относятся работы [1, 3, 4, 14, 15].
В случае, когда поверхность (1) есть четырехмерный гиперболоид
p (x1; x2; x3; x4) =
4X
k=1
akx
2
k  m = 0
где m 6= 0.
Де Лури [3] в области 
p = 
p (L) определяемой на ней неравенством
4X
k=1
jakjx2k 6 L;
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получим асимптотическую (при L ! 1 и фиксированных коэффициентах)
формулу для числа целых точек без оценки остаточного члена.
В дальнейшем А. В. Малышев обобщил результат Де Лури на многомерные
гиперболические поверхности, определяемые диагональными квадратичными
формами. На той же четырехмерной гиперболической поверхности Эстерман [4]
рассматривает область 
p (L), задаваемую системой неравенств
jakjx2k 6 L (k = 1; : : : ; 4);
и получает асимптотическую формулу для числа целых точек R (
p (L)), ле-
жащих в области 
p (L) с главным членом порядка L и остатком O

L
3
4
+"

, где
" > 0 — сколь угодно малое число.
Мы обобщаем результат Де Лури, а результат А. В. Малышева частично
переносим на случай форм, эквивалентных диагональным.
2. Используемые вспомогательные результаты
При выводе нашего результата будем использовать теорему о взвешенном
числе целых точек Jh (n; s) на поверхности (1) взятых с весом
e 
1
n
!(x;y;z;t);
где
!
 
x; y; z; t

=
sX
i=1
n
Q
(1)
i (xi; yi) +Q
(2)
i (zi; ti)
o
:
Лемма 1. (о взвешенном числе целых точек)
Пусть F — дискриминант мнимого квадратичного поля F = Q
p
d

, где
d < 0 — бесквадартное число. Тогда
Jh (n; s) = 2
2s  (2s  1)n2s 1e 
h
n
 2 (s) jF js 

1X
q=1
q 4s
q 1X
l=0;
(l;q)=1
e 2i
lh
q 
sY
i=1
G1i
 
q; l; O

G2i
 
q; l; O

+O

ns 
1
4
+"

;
где   (s) — гамма-функция; Gik
 
q;l; O (k = 1; 2) — однородные двойные
суммы Гаусса.
Доказательство. См. [2].
Наряду с этим будем использовать также тауберову теорему для степен-
ных рядов см. [5]. Заметим, что применение тауберовой теоремы Фрейда [16]
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(см. также [5]) для вещественных степенных рядов дает в остатке логарифми-
ческое понижение в формуле для R (
p(L); s) по параметру L. Следующая тау-
берова теорема Субханкулова М. А. [6], используемая в [1], позволяет получить
в асимптотической формуле для R (
p(L); s) остаточный член со степенным по-
нижением.
Мы проводим ее в качестве следующего вспомогательного предложения.
Лемма 2. (комплексный вариант тауберовой теоремы)
Если справедливо условие
f(z) =
1X
k=0
akz
k = A(1  z)   1 +O(1  z)  ;
где ak > 0, A > 0, ;  > 0 для всех таких комплексных чисел z, jzj < 1, что
jarg zj 6 f  lg jzjg1 , то
X
k6L
ak =
A
 ( + 1)
L +O
 
L 

+O
 
L 

:
3. Доказательство основного результата
В качестве приложения теоремы о взвешенном числе целых точек на мно-
гомерной гиперболической поверхности (1) получаем следующий основной ре-
зультат.
Теорема 1. Пусть Q(1)i (xi; yi) и Q
(2)
i (zi; ti) —- положительные целочис-
ленные бинарные квадратичные формы эквивалентные диагональные формы
эквивалентные диагональным формам дискриминанта F , равного дискрими-
нанту мнимого квадратичного поля F = Q
p
d

и 
p(L) — область на по-
верхности (1), задаваемая неравенством (2).
Тогда
R (
p(L); s) =
22s (2s  1)H(p)e  hL
 (2s) 2(s) jF js L
2s 1 +O
 
L2s 1 

;
где
H(p) =
1X
q=1
q 4s
q 1X
l=0;
(l;q)=1
e 2i
lh
q 
sY
i=1
G1i
 
q; l; O

G2i
 
q; l; O

— особый ряд,  > 0 — сколь угодно малое число; постоянная, входящая в
символ O, зависит только от F .
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Доказательство. Так как левые части в (1) и (2) таковы, что они по на-
шему условию приводятся одним и тем же целочисленным преобразованием
переменных к диагональному виду, то по свойству эквивалентных квадратич-
ных форм величина R (
p(L); s) и параметры h и L не меняются.
Обозначим эквивалентные им диагональные квадратичные формы соответ-
ственно через
ep (u1; : : : ; u4s) = 4sX
k=1
aku
2
k;
e! (u1; : : : ; u4s) = 4sX
k=1
jakju2k:
Тогда условия (1) и (2) соответственно заменяются на ep (u1; : : : ; u4s) = h иe! (u1; : : : ; u4s) 6 L и значит, R (
p(L); s) = R (
ep(L); s).
Полагая теперь e 
1
n = r и учитывая, что r ! 1 (r < 1), получаем 1  r  1
n
при n!1.
Тогда, обозначая
A =
22s (2s  1)H(p)e  hL
 2(s) jF js
в силу леммы 1, будем иметь
f(r) = Jh(n; s) =
X
ep(u1;:::;u4s)=h
r
P4s
k=1jakju2k = A(1  r) (2s 1) +O

(1  r) s+ 14 "

:
Теперь переобозначая r = z
f(z) =
1X
m=0
zm = A(1  z)  +O  (1  z)  ;
где  = 2s  1,  = s  1
4
+ ".
Преобразуем f(z) еще следующим образом
f(z) = A(1  z)  1 +O  (1  z) 	 ;
Но тогда по тауберовой теореме Субханкулова (лемма 2) получаем
R (
p(L); s) = R (
ep(L); s) = Xep(u1;:::;u4s)=h;P4s
k=1jakju2k6L
1 =
A
 ( + 1)
L +O
 
L 

+O
 
L 

;
где  > 0 определяется неравенством j arg zj 6 f  log jzjg1  при этом
O
 
L 

= O

Ls 
3
4
 "

; O
 
L 

= O
 
L2s 1 

:
216 Р. А. ДОХОВ
Следовательно,
R (
p(L); s) =
A
 ( + 1)
L2s 1 +O

Lmaxf2s 1 ;s  34 "g

:
Учитывая еще, что  и " — сколь угодно малые положительные числа и,
значит
max

2s  1  ; s  1
4
+ "
	
= 2s  1   получаем
R (
p(L); s) =
A
 (2s)
L2s 1 +O
 
L2s 1 

;
ч.т.д. 2
4. Заключение
Полученная теорема обобщает результат Де Лури на многомерный случай
гиперболических поверхностей рассматриваемого специального вида, а в случае
постоянных коэффициентов бинарных квадратичных форм результат А. М. Ма-
лышева [1] частично переносим на случай форм, эквивалентных диагональным.
Кроме того, наш результат, полученный с помощью комплексной тауберовой
теоремы для степенных рядов аналогичен одному результату Дэвенпорта [7] по
обобщенной проблеме Варинга при показателе k = 2, но при таком значении
k наше уравнение гиперболической поверхности имеет несколько более общий
вид. Заметим также, что успех в решении рассмотренной задачи обусловлен
тем, что квадратичные формы p(x; y; z; t) и !(x; y; z; t) целочисленным унимо-
дулярным преобразованием переменных одновременно приводится к диагональ-
ному виду. А в [1], [3] эти квадратичные формы выбраны диагональными.
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